3aTuxBaly U MPUHYIEHU TPENTEHUSI — OCHOBHU XaPAKTePUCTHKH, YPABHEHUS HA
ABMKEHUe, TU(epeHInaTHU YpaBHeHus. PesoHaHc.

3aTuxBamm TpenTeHust

B peannute TpenTsmM cUCTEMU BUHAru JEWCTBAT HAKAKBHU CUJIM HA TPUEHE U CHIIPOTHBIICHUE HA CPElaTa.
ToBa BOAM 10 IIOCTENIEHHO HaMajsBaHE HA MEXAaHMYHATAa €HEPrus Ha TPENTsAllaTa MaTepHalHa TO4YKa, a
CJIEIOBATEIHO U O HaMaJsBaHE HA aMIUIMTYJlaTa Ha TPENTEHHsTA C TEYEHUE Ha BpeMeTo. B 3aBucuMoOCT OT
CUWJIMTE Ha CBIIPOTUBJICHUE, CJIE]] ONPEJEIICHO BpEME TPEIITEHETO CE MPEeKpaTsBa. TpenTeHust, YuATO aMIUIUTy1a
HaMajisiBa C TE€YEHUE HAa BPEMETO CE€ HApUyaT 3aTUXBALM TpENnTeHus. Te3n TpenTeHus He ca HUCTUHCKHU
MEPUOIMYHU JIBHKEHMS, 3allOTO TPENTAIIOTO TAJO HE NpPEMHHaBa MpPEe3 PaBHU MHTEPBAIM OT BpEME IIpe3
€/IHaKBU CBbCTOSHUSA (MAKCHUMAJIHOTO OTKJIOHEHHE BCEKHU ITBT € MIO-MAJIKO OT IPEIXOHMS), HO YPAaBHEHUETO UM
Ha JIBM)KEHHE € CXOJIHO C TOBA HA XapMOHHMYHUTE TPENTEHUS U MOXKEM YCJIOBHO Ja THM HapHU4aMme NEPUOINYHH,
aKo KOe(QHIMEHTHT Ha TpueHe (MM ChIPOTHBICHHE) HA Cpe/aTa € MOCTossHeH. Buasxme, ye ypaBHEHHETO Ha
IBUKEHHE € pellieHHe Ha TU(EpeHIMaTHOTO YpaBHEHHE HA TPENTEHETO, T.€. IbPBO IIe TPsOBa Aa MOIYyYHUM
n(epeHIMaTHOTO ypaBHEHHE Ha 3aTUXBamloTo TpenTeHe. llle ro moayynM OTHOBO OT BTOpPHUS MPUHLMUI Ha
HroToH, kKaTo mak pasriexname MpyXHHHO Maxaio. B To3u ciydail ocBeH Bb3BpbmIamara cmia F =—kx, Ha
TSJIOTO JEWCTBA M CHJIa HAa CBHIPOTUBIICHHE, KOATO € HACOYeHa OOpaTHO Ha IMOCOKaTa Ha ABIDKEHHE W TPU

MaJIK CKOPOCTH 3aBHCH JINHEHHO OT CKopocTTa — F, =—IV (I ¢ KoeuuueHThT Ha TpHUEHE (CHIIPOTUBIICHHE) HA

cpenata M mpejmnoiaraMe, ue € nocrosineH). Kato usnon3paMme npuHIMNA Ha CYNEPIIO3UILINATA, 32 YCKOPEHUETO
1€ MOJIY4YHM:

_;F‘ k r

a=- =——X——V
m m m
U KaTo OTYETEM, Y€ CKOPOCTTa € II'bpBa MPOMU3BO/HA, @ YCKOPEHHETO — BTOpA MIPOM3BOJHA HAa KOOpIUHATATa X
10 BPEMETO, I1Ie TOTYYUM AU(PEPEHIINATHOTO ypaBHEHNE Ha 3aTUXBALIOTO TPEIITEHE:

d*x dx

(1) —5+2B—+wo;x=0, X
dt dt

Ao 1

r
karo B (1) cme mojoxuiu oTHomeHuero — =23, B AL
m

A
Az H---f\---==

x =e ™ cosmt

CC Hapu4ia KOC(i)I/H_[I/IeHT Ha 3aTUXBAHE, 4 Wy =,(— €
m

T.Hap. COOCTBEHa KpbIoBa YECTOTAa Ha TPENTEHETO

T T T T 1 1
(Kp’LFOBaTa YCCTOTAa HA XapMOHUYIHOTO TPCHITCHE, aKO \/ \/ \/ BT |

HAMa CWJIa Ha TPHEHE) — TOBa € ChIlara KPbhroBa
4ecToTa, KOSATO TMONyduXMe 32  XapMOHHUYHO
Tpentene. Bwxkmame, dwe (1) cbmo e JauHEHHO I
XOMOTE€HHO YpaBHEHHUE OT BTOpH pell. Pemienusita My

ca: Ao 4

@ x =A™ cos(wt +¢) ¢ur. 1
x=Ae " sin(ot+¢)

U CBIIO 3aBUCAT OT JBE MPOU3BOJHM KOHCTAaHTU — Ao U @, KOUTO C€ ONPEAeNsAT OT HadaJlHUTE YCIOBUS.
Buxname, ye BUABT Ha (2) € ChIIUAT, KAKTO Ha YPABHEHUETO Ha JIBKCHHE Ha XapMOHUYHOTO TPEINTEHE, aKo
npuemem Benuuunata A= Ae™ 3a mpomennupa ammiuTyna Ha Tpentenero. Twil kato e e mamanspamia
GyHKIUS, aMITUTYyJaTa MPU BCSIKO MPEMUHABaHE Mpe3 MOJI0KEHUETO Ha MAaKCHMAaJIHO OTKJIOHEHHE C TeUEHHE
Ha BpEMETO Ie ObJie Bce MO-Malika OT HayallHaTa Cu CTOMHOCT Ao. 3aBucumoctTa (2) € ypaBHEHHETO Ha
NBUKEHHME Ha 3aTUXBallo TpenTeHe. I'padukara Ha ypaBHEHHETO HA JBM)KEHHME Ha 3aTHUXBAIO TpenTeHe (2) e
npeacTraBeHa Ha ¢wur. 1.

OCHOBHMTE XapaKTEPUCTUKU Ha €HO 3aTHUXBAIO TPENTEHE BEYE Ca YETUPU — OCBEH HavajgHaTa aMIUIUTY/a
Ao, HavaHaTa (aza ¢ U KPBro,ara 4ecToTa (9, TPSAOBA /1a 3HaeM U KOSPHUIIMEHTHT Ha 3atuxBaHe 3. Hauannara
amruTya Ao M HavanHata (aza @, ChUIO KAaKTO U NMPH XaPMOHUYHHUTE TPENTEHMS, 3aBUCAT OT HAYAIHUTE
yCJIOBHS, @ KOe(UIMEHTHT Ha 3aTUXBaHe 3 — OT KoeUIMEHTHT Ha TPUEHe I' U Macarta Ha Tssoto M. Kpsrosara
YecTOTa Ha 3aTUXBAIIUTE TPENTEHUS M, 33 pa3jiiKa OT XapMOHUYHHUTE TPENTEHUS, BeUe HE € XapaKTepUCTUKa



caMo Ha TPENTSAIIaTa CUCTEMa, a 3aBHCH M OT cpelaTa upe3 KoeuIMeHTHT Ha 3atuxBaHe 3. CtoliHOCTTA U
MOJKE J1a C€ MOJIYYH KaTo 3aMeCTUM X OT (2) (1 mpou3BOJHUTE MY) B (1) U perinm nojiy4yeHoTo ypaBHEHHE:

22
o= /oy —p

¥ BIDKJaMe, 4e ® € I10-MaJIka OT COOCTBEHATa YECTOTa (0.
e nedunupame u nepuox T Ha 3aTHXBALIUTE TPEHTEHHUS KaTO BPEMETO MEXIY JIBE MPEMHHABAHUS IIPE3

PaBHOBECHOTO TIOJI0KEHHE:
2n 271
T —_——

o Joi-p*

Bmxame, e T e MO-TOJISIM OT Mepro/a Ha HEe3aTHXBAIIUTE TPEITEHUS T, = E, HO aKo P} < @, OYTH HE Cce
@
OTJIMYaBa OT HETO.
OTHOIIEHHUETO HA JBE CHCEAHU aMILIMTYAM (aMILIMTYAUTE IPH IBE IOCIEA0BATEIHHN IIPEMUHABAHUS [IPE3
MaKCUMaJIHOTO OTKJIOHeHHe (dur. 1), BpeMeTo Mexay TAX Ce pa3auyaBa ¢ €IMH IEpUoi 1) € MOCTOSHHA
BEJIMYMHA, KOSTO 3aBUCH CaAMO OT KOe(UIMEHTA Ha 3aTUXBaHe B U nepuoasT T:

A__A

o _ — fT
A Ae™
A A"

U CC Hapniya ACKPCMCHT HA 3aTHXBAHC. HaTypaJIHI/IﬂT JIOTrapuTbM OT ACKPCMCHTA Ha 3aTHMXBAHC CC Hapu4ia
JIOrapUTMHUUYCH JCKPCMCHT HA 3aTUXBAHC!

S=Ine’" =BT
U CBIO € €JJHa OT OCHOBHUTE XapaKTEPUCTUKHU Ha PEAIHUTE (3aTUXBALIM) TPENTAILIN CUCTEMHU.

IIpunynenu TpenTeHus

Enno 3aTuxBamio TpenteHe MoXe J1a ce MPEeBbPHE B HE3aTHUXBAI0, aKO IMpeIaBaMe Ha CHUCTeMaTa CHEeprus
OTBBH, KOSTO Ja KOMIICEHCHpA 3aryOWTe BCJIEICTBHME TPHUEHETO U CHIPOTUBIECHUETO Ha cpefara. TakoBa
TpenTeHe ce Hapuya MPUHYACHO TpenTeHe. Ta3u eHeprus ce mpenaBa 4pe3 U3BbPIIBAHE HAa paboTa OT HIKAKBA
BBHIIHA cuia. Thi KaTo paboTaTta MoXxe Ja ObAe MOJNIOKUTETHA WM OTPUIATENIHA B 3aBUCUMOCT OT IMOCOKaTa
Ha cujiaTa ¥ MPEMECTBAHETO, aKO C€ OMUTaMe Jia MpeaJeM eHEPrys B HEMOAXOISAI] MOMEHT (CuiiaTa JeHCcTBa B
Mocoka, oOpaTHa Ha MPEMECTBAHETO Ha TPENTALIOTO TSUIO B JAJCHHUS MOMEHT), MOKEe Ja TIOCTUTHEM oOpaTeH
e(eKT — BMECTO Ja peaasieM, Aa OTHEMEM eHeprus oT cuctemara. CieoBaTeIHO HE MOYKEM Ja NMpearu3BUKaMe
MPUHYIEHU TPENTEHHs C MOCTOSTHHA CHUJIa — TS JEICTBAa BUHArM B €/1HA MOCOKA M MPE3 4acT OT BPEMETO e
OTHEMa E€Heprusi oT cucremara. [IpuHyIeHO TpenTeHe ce OCBIIECTBsABA, KOTaTO HA €HA TPENTAIla CHUCTeMa
neiicTBa mepuoanyHa cuia Hamp. Fcoswt. [Tog aeiicTBue Ha Ta3u mepuoOAMYHA CUJIa CHCTEMaTa IIe 3aroyHe Ja
TPENTH ChC ChIllaTa YECTOTA, C KOSATO CE€ MPOMEHsI cuiaTa (Ciea IbpBOHAYAEH Mepruo Ha "CUHXpoHM3aIu'"),
THHU KaTo Taka IIe IpueMa eHepruaTa B MOAXOAAIIUS MOMEHT. J{udepeHManiHoTO ypaBHEHHE 111e TIOTYyYUM OT
BTOpUA MPUHIMUIT HA HIOTOH, KaTO OTYCTEM U I[GI\/'ICTBI/IGTO Ha BbHIIHATA IEPUOJUYHA CHUJIa:

ET

r F
=——X——V+—COSmt,

a=-
m m m m
d?x dx
(3) F-"ZBE'F(DSX: f coswt.

F
Osznaunnu cMme oTHomennero — = f 3a OIIPOCTABAHC HA 3aIllMCa HAa YpPAaBHCHUCTO. ToBa € HEXOMOT€HHO
m

nudepeHlaTHO ypaBHEHHE W pELIEHHUEeTO My C€ IojlyyaBa KaTo cymMa OT OT OOLIOTO pelleHHe Xo Ha
XOMOTE€HHOTO ypaBHeHue (1) u enno yactHo pernenue X1 Ha (3). Hue 3Haem o6moTo pemenue Ha (1) — ToBa ca
byukium ot Bua (2). MoxeM a cu u30epeM 3a Xo Hamp.:

(4) %, =Ae ™ cos(o't+9"),
Kato ¢ ®'= «/co(z, —B® u @' cMe 03HAYMIM KPBroBATA YECTOTA M HAYANHATA (a3a HA 3aTUXBAIIOTO TPENTEHE, Thil

KaTO T€ MOXE Jia C€ pas3jindyaBaT OT KpbroBaTra 4€CTOTa M U HaYaJIHaTa (ba3a ¢ Ha IPUHYJACHOTO TPEUTCHE.



OcraBa na HaMepuM €IHO YacTHO pemieHue Ha (3), T.e. pelIeHHe, KOETO HE ChAbpXKa MPOU3BOJIHHU
koHcTaHTH. llle ro TepcuM BBB BUAA:

(5) x, = Acos(wt—¢).
TpsabBa na HamepuM TakuBa CTOMHOCTH Ha A U @, Ipu KOUTO ce ynoBieTrBopsBa (3). llle mocTbnuM KakTo mpu

OTPEJICISTHETO Ha KPbroBaTa 4YeCTOTa Ha 3aTUXBAIIUTE TPENTEHUS — II€ 3aMECTUM X M MPOU3BOJAHUTE MY B (3) 1
1€ ce ONMUTaMe Ja PEIIUM MOJyYeHOTO ypaBHEHUE:

(1]—);1 =—mASIn (O)t —(p) = ooACOS((nt —(p+gj

d?x,
dt?

=—w’Acos(wt—¢)=w’Acos(wt—¢+m)

(6) w*Acos(ot—@+m)+ 2[3coAcos(mt —(p+gj+co§Acos(mt—(p) = f cosot .

[Tonmy4yenoto ypaBHeHue (6) nMa BUJ Ha cyMa OT XapMOHWYHM TPENTEHHS B €HO HalpaBjieHUE. 3aTOBA € Hali-
JIeCHO Jia ObJat omnpenesneHd A U @ OT Hero upe3 BeKTopHa auarpama (¢ur. 2). TpeTusT 4ieH Ha cymara uMa
ammuTyna o.A ¥ HadaiHa (asa —@, CJIEJI0BATEIHO BEKTOPHT CKIHOYBA BIBJI @ ¢ ocTa X MO MOCOKAa Ha
YaCOBHHMKOBATA CTpelka. BTOpUSAT 4ieH Ha cymara € OTMECTEH OT TPeTHs Ha brbji (+7/2) U uMa aMIUIUTyaa
2B®A, a IEPBUAT € OTMECTEH CIIPAMO TPETUS HA BI'bi (+7) M MMa ammuutyaa @>A. Cymara OT TpHTE BEKTOpa

TpsiOBa J1a 1aBa BEKTOPHT OT JAscHaTa cTpaHa Ha (6) ¢ ammuutyaa f u Hayanuna dasza 0. OT BekTopHaTa quarpama
(¢wur. 2) cnenpa:

FZ
fZZF

(1) A=

= (02 -0?) A +4p20 A2 Y
F

m\/ ( o) -0 )2 +4R%w’ 2B V

a 3a brbjia @ MojyyaBame:

2B
tang=——y
M-

2Bo o’ A
(8) p=arctan ———

7

0
Taka, xato 3amectuM (7) u (8) B (5), yaCTHOTO pericHHe MPUI00HBa ((DS — ) A
1570 .

F 2Bo

9) x = cos| ot —arctan :
m\/(@g P )2 + 4B o) — o ¢wur. 2

a o0mIoTo perieHue Ha (3), T.e. ypaBHEHUETO Ha JBUKEHHE HA IPUHYACHOTO TPEITEHE, I1e OIy4YuM OT cymaTa
Ha (4) u (9):

F 2B

(10) X=X, +% = Ae " cos(w't+¢")+ cos| ot —arctan ———
2 2)? 2 2 Wy — O
m\/(mo—m ) +4B°w 0

TpsabBa na otOenexum, ye mbpBuAT wieH Ha (10) HamansiBa MHOTO
O0Bbp30 (BpemeTo 3a "CHHXpOHM3AIMA'"), CIea KOETO CaMO BTOPHUAT WICH
OKa3Ba BJIMSHHE, T.e. Ha MPAKTHUKA NPUHYJICHOTO TPENTeHEe OT AaJeH
MOMEHT HaTaThK € XapMOHHUYHO TPEINTEHE ¢ KPbroBa YECTOTa paBHA Ha
KpbhroBaTa 4eCTOTa M Ha BbHINHATA cuja u amrumatyzaa (7) (gur. 3).

Pe3onanc

Bwxknaame (7), ue aMIuUTyaTa Ha MPUHYJICHOTO TPENTEHE 3aBUCH

OCBEH OT TOJIEMHHATA Ha BHHIIHATA cuia (HeliHaTa amiunTyaa F) u ot

¢ur. 3 4eCcTOTaTa () Ha BHHIIHATA CHiIa. ToBa 0O3HauaBa, 4e NPH €JHA U ChIIa
aMIUIUTya F Ha BBHIIHATA CHIIA, IPH ONpE/EIEHA YeCTOTa € Bh3MOKHO yBelIMYaBaHe Ha amIuiuTyaaTa (7) Ha
HPHUHYJEHOTO TpenTeHe. Taszu yecToTa, MPH KOATO CHCTEMaTa Hali-IeCHO OTKJIMKBA Ha BHHINHO Bb3JEHCTBHE,




ce Hapuya pe30HaHCHA YeCTOTa @, a SBJICHHUETO, MPH KOETO aMIUIUTyJaTa Ha MPUHYJAEHOTO TPENTeHe ce
yBeJIM4YaBa MHOTOKPATHO IPHU OMpe/iesieHa YecToTa (B MACATHUS Cay4yai, P OTChCTBUE HA ChIIPOTUBJICHUE HA
cpenata — 10 Oe3KpallHOCT), ce Hapuya pe3oHaHC. Pe3oHaHCHaTra 4ecToTa ®r MOXEM Ja HaMepUM Karo
ompeaeIuM MaKCUMyMa Ha amrututynata (7), uusato rpaduka 3a pa3inuHd CTOWHOCTH Ha [ ¢ moka3aHa Ha (Qur.
4, B 3aBUCHMMOCT OT 4YecTOoTara @, T.e. MUHMMyMa Ha BeJIMYMHATa MOJ] KOpeHa B 3HameHarens. TpsOBa ma
OIIpeJIeNIUM ITbpBaTa MPOM3BO/IHA HA Ta3H BEJIMYMHA 10 @ U Ja s NpupaBHUM Ha 0:

—4(0) —’ =27 )0 =0.

Tosa ypaBHeHHe MMa Tpu KopeHa: o= 0;+ /o —2B°.

[IbpBUAT OTroBaps Ha MakCUMyM (MOXKE /1a CE€ IPOBEpPU
Yype3 BTopaTa MPOU3BOJHA) HAa IIOJKOPEHHATA BEIUYMHA U
CIIEOBAaT€THO  MMHMMYM  Ha  aMIUIMTyJgaTta, a
OTPULIATEIIHUAT KOPEH HsAMa (huznyecku cMuchil. Taka 3a
pPE30HAHCHATAa YECTOTa Ha IPHHYAEHOTO TPENTEHE
I10JIy4aBaMe:

(11) o, =+Jwi —2p%,

a 3a CTOMHOCTTa Ha amMIIUTyAara Ar IpU pe30HaHC, KaTo
3amectuM (11) B (7):
F

) A=—"F—. F ;
2Bm,/? —p° n :

Ot (11) cnexBa, 4ye pe30oHAHCHAaTa YECTOTa ®r €
BUHArW TI0-MaJlka OT coOCTBEHaTa 4YecToTa 0 Ha
TPENTEHETO U HaMaJIsiBa C YBEJIMYaBaHE HA KoeHIMeHTa
Ha 3aruxBaHe [ (dur. 4). Axo KOoehUIMEHTHT Ha

A

B6> > >Bg>[‘}2>B1>O

BTy Y Sy

®g

Be>_

¢wur. 4

Oy
V2
Ha0JIt0/1aBa IMPU HUKAKBA peallHa 4yecToTa (HsAMa MaKCUMYM Ha pe30HaHCHaTa KpuBa). CHIOTO € BaJUIHO U 3a
(12) — ammuuTynaTa mpu pe3oHaHC € TOJIKOBA MO-TOJIAMA, KOJIKOTO € mo-Maiko P (¢dwur. 4) u npu > w, crasa

3aTUXBaHE € MHOTO roJisim (3 > , Ps Ha ur. 4), u3paszwT (11) craBa nMarnHepeH, T.e. pe30HAHC HAMA Jia ce

MMaruHepHa, T.e W300110 HsAMa TPENTeHe — KOraTo OTKJIOHMM CHCTeMaTa OT PaBHOBECHOTO M MOJOKEHHUE TS
wiaBHO ce Bpbina kKbM Hero. Ot (11) m (12) ce Bwkaa cbiio, 4e B uacannus ciaydail (B=0) pezoHaHcHaTa
4ecToTa ®r € paBHa Ha COOCTBEHAaTa YeCcTOoTa Ha CHUCTeMaTa, a Pe30HAaHCHATa aMIUUTyAa Ar KIOHH KBbM
Oe3KkpaitHOCT.

[IpencraBenute Ha ¢ur. 4 pe3oHaHCHM KpUBHM Ha amIuiMTyznata A Ha OpUHYAEeHOTo TpenteHe (7) ot
YyecToTaTa @ Ha BBbHIIHATA CUJa MOTBBPXkAaBaT M3BOAMTE, KOMTO HampaBuxme npu aHanusza Ha (11) u (12).
Buxname, de KOJIKOTO € MO-MaJKO [}, TOJIKOBAa MO-BUCOK M IMO-OCTBP € MaKCUMyMbT (pe30HaHCHaTa
aMILIUTY/a), a IOJIOKEHHUETO MYy (¢ IO OCTa ® (pE30HAHCHATa 4YeCcTOTa) Ce M3MECTBA IO-HAIACHO U C€
nobnuxaBa 10 coOCTBEHaTa 4YeCTOTa Ha TpenTeHeTo @o. OT ur. 4 MoxkeM J1a HalpaBUM OIIe HIKOJIKO U3BO/JIA.

Koraro wecrorara ®—>0, BCHUKH PE30HAHCHHW KPWUBU KIIOHAT KbM €IHA M ChIIAa CTOWHOCT — I;Z :E (7) -
0

TOBa € OTKJIOHEHHETO, KOETO MOJTydaBa CHCTeMaTa Mpu NMocTosiHHa cuia (korato =0 cunara FCoswt He 3aBucu
OT BpeMeTo t 1 He MOXe Jla IpeIu3BUKa PUHYIEHO TpenTene). Korato yectorara @—»0, BCHYKH PE30HAHCHU
KPHBH aCUMITOTUYHO KJIOHST KbM HyJa (7) — cujiata ce IpoMeHs TOJIKOBa Obp30, 4e CHCTeMaTa HsMa BpeMe Jia
pearupa Ha Bb3/JICHCTBUETO.

SIBneHneTo pe3oHaHC (MPH MEXaHWYHH, SNCKTPOMArHUTHU M Jp. TPENTCHUS) HAMHPa MHOTO IIHPOKO
IMPUIIOKCHUC B TCXHUKATAa W IIPAKTHKATa HAIp. OpHU HaCTpOfIBaHe Ha paJuoONpUEMHHUK HJIM TCJICBU30pP HaA

OIIpEACICHA Y€CTOTA.



